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ホーア型理論 (Hoare Type Theory) は、メモリの

読み書きなどの副作用を持つ命令をモナドとして扱

うことのできる、型付きラムダ計算の一種である。こ

の型システムの特徴は、モナドに含まれる副作用のあ

る命令に対してホーア論理に基づいた動作の検証を

行う点である。これにより、ラムダ計算に基づく関数

型プログラミングと副作用を利用する命令型プログ

ラミングを組合せたプログラムの動作を検証するこ

とができるようになっている。

ホーア型理論では副作用のある命令としてメモリ

領域の確保と読み書きを扱えるが、従来の型システ

ムでは書換えられる領域の数が型チェック時に固定さ

れており、領域の数が動的に決定されるようなプログ

ラムを検証することができなかった。本論文では、こ

の様なプログラムの型チェックを可能とするために、

アサーションにおけるメモリ領域の状態の表し方を、

アドレスごとに個別の式を用いるような形に再定義

する。新しい型システムでは、動的に数が決まる連続

したメモリ領域を配列として扱えるようになる。

1 はじめに

関数型プログラミングと命令型プログラミングは

どちらも重要なプログラミングパラダイムであるが、

両者の性質は相異なっている。前者の本質は関数の評

価であり、純粋な関数型プログラミング言語では副作

用の概念は意図的に退けられている。副作用のないプ

ログラムは互いの独立性を高め (参照透過性)、プロ
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グラムの検証を容易にする。また関数型プログラミン

グで扱うことのできる高階関数 (引数や戻り値が関数

であるような関数) は、より複雑なプログラムの構築

を可能とする。一方命令型プログラミングの本質は

副作用を伴う命令の逐次的実行である。副作用の存

在はプログラムの参照透過性をなくし、検証を困難

にする。しかし、現実のプログラミングにおいてファ

イルの読み書きやユーザに対する入出力などの副作

用の扱いは完全には避けられないものである。

ホーア型理論 [8] [7] [6] は、関数型プログラミング

における検証手法の一つである依存型付きラムダ計

算 [1] [2] に、命令型プログラミングの検証手法である

ホーア論理 [3] を組込んだ型システムである。この型

システムは、メモリ操作を扱う簡単な命令型プログラ

ミング言語にラムダ計算を組合せた独自の対象言語

に対して型チェックを行えるようになっている。

この言語では、副作用のある命令としてメモリ領

域の確保と読み込み・書き込みを扱うことができる。

例えば、メモリアドレス p に値 0 を書き込んだあと

ユニット値を返す命令は以下のように書かれる。

[p]nat := 0; ()

このような命令を直接ラムダ計算の中で扱うと参照

透過性が失われてしまうため、副作用のある命令はラ

ムダ計算においてはモナド [11] [5] [12] の中に閉じ込

められた形でのみ出現する。モナドは自然数や真偽値

と同様に値として扱われるため、モナドを関数の戻り

値として返すこともできる。一つのアドレスを受け取

り、そのアドレスに 0 を書き込んでユニット値を返

す命令を表すモナドを返す関数は、以下のように書か



れる。

λp:nat. dia([p]nat := 0; ())

ただし、dia は命令をモナド化する演算子である。

ホーア型理論の型システムではこのようなモナド

に対して、いわゆるホーアトリプルの形をした型を与

える。すなわち、モナド化された命令は、その命令が

実行される前の事前条件と、命令が返す結果の型と、

命令が実行された後の事後条件の三つからなる型を

持つ。命令をこのように型付けすることによって、命

令が不正なメモリアクセス (確保していないメモリ領

域への読み書きなど) を行わないことを保証するとと

もに、命令がプログラマの望む挙動を確かに行うどう

かを検証できるようになる。

命令の事前条件とはその命令が実行される直前に

満たされるべき条件であり、事後条件とは (実行前に

事前条件が確かに満たされていたという仮定の下で)

命令が実行された直後に満たされる条件である。これ

らの条件は、メモリの状態を表す専用の述語を含む論

理式によって表わされる。ホーア型理論では、各命令

に対して与えられた事前・事後条件が妥当であるかど

うかが、型チェックの一環として検証される。なお、

事前・事後条件を表す論理式は特にアサーションと呼

ばれる。

例えば上述のモナド dia([p]nat := 0; ()) は、以下の

ような型を持つ。

{p ∈ mem}u:unit{hid(updnat(init, p, 0), mem)}
最初の p ∈ mem は事前条件のアサーションで、命令

が実行される前にアドレス p が予め確保されていな

ければならないことを表している。次の u:unit は、

命令が返す結果がユニット値であることを表してい

る。最後の hid(updnat(init, p, 0), mem) は事後条件

のアサーションで、命令実行前のメモリ (init) に対

してアドレス p に自然数 0 を書き込んだものが命令

実行後のメモリ (mem) になっていることを表してい

る。このように命令に対してアサーションを与えるこ

とで、命令の実行後に確かにアドレス p に値 0 が書

き込まれていること (およびそれ以外のアドレスは書

き換えられないこと) が検証できる。

さて、従来のホーア型理論では、メモリの書換えを

表すために上の例のように upd という記号を用いて

いた。これはある状態のメモリのアドレス一つを書換

えることで新たな状態のメモリを得る記号であり、複

数のアドレスの書換えを表すには以下のように upd

を入れ子にする必要があった。

hid(upd(upd(init, p, 0), p + 1, 1), mem)

この書き方は、命令が書換えるアドレスの数が固定さ

れている場合はその数だけ upd を入れ子にすればよ

いので問題ないが、書換えるアドレスの数が動的に

決まる場合は型チェック時に必要な upd の数が分か

らないためアサーションを書き表すことができなかっ

た。このため、連続する複数のアドレスを配列として

確保して読み書きするようなプログラムへの応用は

限られていた。

そこで本論文では、アサーションにおけるメモリ

領域の状態を入れ子を用いずに表せる書き方に変更

することで、このような配列を扱うプログラムの検

証を可能にする。従来の upd を使った記法は廃止さ

れ、代わりにある時点でのあるアドレスの状態を表す

記号 seleq が新たなプリミティブの一つとして定義さ

れる。この新しい定義を用いると、例えばアドレス p

に値 0 が入っているということを表すアサーション

は以下のようになる。

seleqnat(mem, p, 0)

この式を全称量化子等で修飾することで、個数が変数

で指定された複数の連続するアドレスの状態を例え

ば以下のように表すことができるようになる。

∀i:nat. i < n ⊃ seleqnat(mem, p + i, 0)

これにより、要素数が動的に与えられるような配列を

初期化したりソートしたりするプログラムを型チェッ

クすることができるようになる。

本論文のこれ以降の構成は以下のようになってい

る。まず第 2 節では本論文における新しいホーア型

理論の対象言語と型システムの構文を説明する。続い

て第 3 節で型システムの定義を全般的に説明し、第

4 節で型システムの持つ性質のうち重要なものを示

す。第 5 節で対象言語の操作的意味論を定義し、型

システムの健全性を示す。第 6 節で型チェックの決定

可能性について触れたのち、第 7 節で配列を扱う具

体的なプログラムの例を取り上げ、最後に第 8 節で

本論文の内容をまとめる。



本論文で定義するホーア型理論は [8] での定義を基

にしていくつかの構文や型付け規則を変更したもの

となっており、型システムが持つ性質やその証明も多

くは [8] のものと同様になっている。この型システム

が持つ重要な性質の一つは健全性であるが、それを証

明するための補題のうち [8] で未証明だったものは本

論文でも未証明のまま残されている。この補題はホー

ア型理論の他の拡張 [7] [6] では示されているため、本

論文による拡張をこれらの拡張と組み合わせること

で最終的に証明が可能になると考えられる。

2 対象言語と型システムの構文

本論文で定義するホーア型理論の対象言語と型シ

ステムの構文を図 1 に示す。これは [8] での定義に

いくつかの変更を加えたものになっている。

ホーア型理論の項には、ユニット値 (()) や真偽値、

および自然数とそれに対する可算・乗算・比較演算が

含まれている。 [8] では自然数の比較演算は等号 (eq)

のみであったが、配列の境界判定を容易にするため不

等号演算子 (le, lt) が追加されている。ラムダ抽象化

(λx.M) と関数適用 (KM) の項は通常のラムダ計算

と同じである。モナド化された命令は dia E によっ

て表わされる。項は [14] に倣って elim項と intro項

の 2種類に分類されており、intro項を elim項として

使用するにはキャスト (M : A) によって型を明示的

に与える必要がある。この分類は、項の型チェックの

仕方の違いに関係している。項の中に現れる命令はす

べてモナド化されるため、項の評価は副作用を伴わな

いことに注意されたい。

基本命令は、メモリ領域 (ホーア型理論では特に

ヒープと呼ばれる) の確保・読み込み・書き込みのほ

か、条件分岐とループのための構文を含んでいる。

• ヒープ確保の命令 (x = alloc M) は、M 個の連

続したヒープ領域を確保し、先頭のアドレスに変

数 x を束縛する。[8] ではこの命令は単に一つの

領域を確保することしかできなかったが、本論文

では複数の連続した領域を配列として確保でき

るように再定義されている。

• ヒープ読み込みの命令 (x = [M ]A) は指定した

アドレス M に入っている値に変数 x を束縛す

る。A は値の型である。

• ヒープ書き込みの命令 ([M ]A = N) は指定され

たアドレス M に項 N の評価結果の値を書き込

む。値はその種類によらずアドレス一つ分のヒー

プに書き込まれる。

• 条件分岐命令 (x = ifA(M, E1, E2)) は、項 M

の評価結果が trueであるか falseであるかによっ

て E1 と E2 のどちらかを実行し、その結果に変

数 x を束縛する。

• ループ命令 (x = loopI
A(M, y.N, y.F )) は、M

の値をループカウンタの初期値としてループを

実行する。ループは条件式 N が true に評価さ

れる間繰り返される。命令 F がループの内容で

あり、毎回の実行結果が次のループカウンタの値

になる。N と F に含まれる自由変数 y はこれ

らが評価・実行される際にループカウンタに置き

換えられる。ループ終了時、最終的なループカウ

ンタの値に変数 x が束縛される。I はループ不

変式であり、A はループカウンタの型である。

• 不動点演算子命令 (x = fixA(f.y.F, M)) は、命

令 F に含まれる自由変数 f, y をそれぞれ関数

λf.λy. dia F の不動点と項 M の評価結果に置き

換えたうえで F を実行し、その結果に変数 x を

束縛する。A は不動点の型である。

ループ命令は条件分岐命令と不動点演算子命令の組

み合わせで書き直せるので本質的には不要であるが、

プログラムをより簡潔に書くことができるので定義

に含められている。

基本命令以外の命令には、単に項の評価結果を返す

もの (M)と命令の逐次実行 (c; E)の他に、モナドから

命令を取り出して実行する命令 (let dia x = K in E)

がある。これはモナド K に含まれる命令を実行した

結果に変数 x を束縛してから命令 E を実行するもの

である。

型には自然数・真偽値・ユニット値の型のほかに関

数の型と命令モナドの型がある。関数の型 (Πx:A.B)

は依存型になっており、これは基本的には A から

B への関数を意味するが、引数として渡される (型

A をもつ) 値を表す変数 x が型 B の中に出現でき

る点が通常の関数の型と異なる。命令のモナドの型



Elim 項 K, L ::= x | KM | M : A

Intro 項 M, N, O ::= K | λx.M | dia E | () | true | false | zero | succ M |
M + N | M × N | eq(M, N) | le(M, N) | lt(M, N)

基本命令 c ::= x = alloc M | x = [M ]A | [M ]A = N |
x = ifA(M, E1, E2) | x = loopI

A(M, y.N, y.F ) | x = fixA(f.y.F, M)

命令 E, F ::= M | let dia x = K in E | c; E
型 A, B, C ::= α | bool | nat | unit | Πx:A.B | {P}x:A{Q}
基本論理式 p ::= > | ⊥ | idA(M, N) | seleqA(h, M, N)

論理式 P, Q, R ::= p | P ∧ Q | P ∨ Q | P ⊃ Q | ¬P | ∀x:A.P | ∃x:A.P |
∀α:type.P | ∃α:type.P | ∀h:heap.P | ∃h:heap.P

変数環境 ∆ ::= · | ∆, x:A | ∆, α

ヒープ環境 Ψ ::= · | Ψ, h

論理式環境 Γ ::= · | Γ, P

値 v, l ::= λx.M | dia E | () | true | false | zero | succ v

ヒープ値 χ ::= · | χ, l 7→A v

継続 κ ::= · | x:A.E; κ

制御式 ρ ::= κ . E

抽象機械 µ ::= χ, ρ

ただし、h はヒープ変数を、α は型変数を表す。

図 1 ホーア型理論の構文

({P}x:A{Q}) は、前節で述べたように、命令の事前
条件 P、実行結果の型 A、事後条件 Q の三つからな

る。これも依存型になっており、実行結果の値を表す

変数 x が事後条件 Q の中に出現することができる。

なお、ホーア型理論にはメモリポインタを表すための

特別な型は存在せず、ポインタは単なる自然数として

扱われる。

論理式は、命令の事前条件・事後条件を表すために用

いられる。述語 idA(M, N)は二つの項M, N が等しい

値に評価されることを表す。また述語 seleqA(h, M, N)

はヒープ h においてアドレス M に項 N の値が入っ

ていることを表す。A はこれらの項の型である。ま

たここでのヒープ h はヒープ値ではなく、プログラ

ム実行中のある時点におけるヒープを指し示すため

の変数 (ヒープ変数) である。その他の論理式には、

連言 (∧) や選言 (∨) などの基本的な論理演算子のほ

かに、値・型・ヒープに対する全称量化子・存在量化

子がある。型に対する量化子は後述の shareを書き表

せるようにするために [7] にならって本論文で新たに

加えられた。

元のホーア型理論 [8] では論理式の中でメモリの状

態を表すための特別な式構造 (upd) が用いられてい

たが、本論文では [7] で加えられた述語 seleqのみで

メモリに関する条件を表す論理式を記述する。またい

くつかの糖衣構文を [7] に倣って図 2 に示す通り定

義する。

式 M ∈ h はヒープ h において M が有効なアド

レスであることを表す。式 share(h1, h2, M) は二つ

のヒープ h1, h2 のアドレス M の状態が同じである

ことを表す。式 hid(h1, h2) はヒープ h1, h2 の状態が

完全に同じであることを表す。

値・ヒープ値・継続・制御式・抽象機械は、プログ

ラム実行の意味論を定義するために使われる。ヒープ

値は実行時の具体的なヒープを表す、アドレスから値

への有限関数である。継続は一つの値を受け取る命令

(x:A.E) の並びである。制御式は継続に命令を与え

たもので、この命令の実行結果を継続に渡すことを意

味する。抽象機械は制御式とヒープ値の組であり、そ



M ∈ h := ∃α:type.∃v:α. seleqα(h, M, v)

M /∈ h := ¬(M ∈ h)

P ⇔ Q := (P ⊃ Q) ∧ (Q ⊃ P )

seleqA(h, M,−) := ∃x:A. seleqA(h, M, x)

share(h1, h2, M) := ∀α:type.∀v:α. seleqα(h1, M, v) ⇔ seleqα(h2, M, v)

hid(h1, h2) := ∀x:nat. share(h1, h2, x)

M ≤ N := ∃x:nat. idnat(M + x, N)

M < N := succ M ≤ N

図 2 論理式に対する糖衣構文

の制御式をそのヒープ値の下で実行することを表す。

3 型システムの定義

ここではホーア型理論の型システムについて説明

する。紙面の都合上、型システムの形式的定義の全て

をここに載せることはできないので重要な部分につ

いてのみ取り上げる。型システムの完全な定義は [13]

の付録に示されている。

ホーア型理論の型システムにはいくつかの判定カテ

ゴリがある。変数環境・型・論理式のwell-formedness

に関する判定はそれぞれ以下の形をしている。

• ` ∆ ctx

• ∆ ` A ⇐ type [A′]

• ∆ ` P ⇐ prop [P ′]

ここで ` の後にある ∆, A, P がそれぞれ判定の対象

となる変数環境・型・論理式である。A′, P ′ はそれぞ

れ A, P の正規形である。正規形については第 3.2 節

で述べる。

Elim項と intro項に関する型チェックの判定はそれ

ぞれ以下の形をしている。

• ∆ ` K ⇒ A [M ′]

• ∆ ` M ⇐ A [M ′]

これは変数環境 ∆ の元で項 K, M が型 A を持つと

いう判定を表す。Intro項 M の型 A は型チェックの

前に与えられるが、elim 項 K の型は型チェックを

行う中で推論される。括弧内の M ′ は項の正規形で

ある。

命令に関する型チェックの判定は以下の 2 種類が

ある。

• ∆; P ` E ⇒ x:A.Q [E′]

• ∆; P ` E ⇐ x:A.Q [E′]

これは変数環境 ∆ と事前条件 P の下で、命令 E の

実行結果の型が A になり、事後条件 Q を満たすと

いう判定を表す。このとき、Q に含まれる自由変数

x は実行結果の値を示す。二つ目の形式では事後条件

Q は型チェックの前に与えられるが、一つ目の形式で

は Q は型チェックを行う中で推論される。括弧内の

E′ は E の正規形である。

アサーションが正しいかどうかを判定するために

は、以下の形のシーケントが用いられる。

• ∆;Ψ; Γ1 ` Γ2

これは環境 ∆, Ψ の元で論理式 Γ1 から Γ2 が証明可

能であるという判定を表す。

最後に、制御式と抽象機械に対する型付け規則の形

を示す。

• ∆; P ` κ . E ⇐ x:A.Q

• ` χ, κ . E ⇐ x:A.Q

制御式と抽象機械の型付けについては第 5 節で述

べる。

3.1 命令の型チェック

モナドの型 ({P}x:A{Q}) の事前条件 (P ) と事後

条件 (Q) の中では、init と mem という二つの特殊

なヒープ変数が用いられている。事前条件 P の中で

memが用いられた場合、memはその命令が実行され

る直前のヒープを表す。また事後条件 Qの中で initが

用いられた場合も、命令が実行される直前のヒープを

表す。そして Q の中でmemが用いられたときは命令



が実行された直後のヒープを表す。例えば、命令を実

行する前と後とでアドレス M の内容が変わっていな

いということを表す事後条件は share(init, mem, M)

という論理式で表せる。

これらの特殊なヒープ変数は、複数の命令の事前・

事後条件を組み合わせる際にも重要な役割を持つ。例

えば二つの連続する命令があった時、前の命令の実行

直後のメモリと後の命令の実行直前のメモリは一致

するので、前の命令の事後条件 (Q1 とする) に現れ

る mem と後の命令の事前条件 (P2 とする) に現れ

る mem は同じメモリ状態を指すことになる。よって

後の命令の事前条件が満たされているかを検証する

には単にシーケント Q1 ` P2 が導出可能であること

を確かめればよい。また、前の命令の事後条件に現れ

る mem と後の命令の事後条件に現れる init も同じ

メモリ状態を指すので、これらを同じ変数に置き換え

て二つの事後条件を組み合わせると、二つの命令を合

わせて一つの命令と見なしたときの事後条件が得ら

れる。すなわち、二つの命令を合わせた全体の事後条

件 Q1 ◦ P2 は以下のようになる。

Q1 ◦ P2 := ∃h:heap.[mem 7→ h]Q1 ∧ [init 7→ h]P2

さて、命令を閉じ込めたモナドの型チェックは、以

下の型付け規則に従って、含まれている命令の型チェッ

クに帰着される。
∆; hid(init, mem) ∧ P ` E ⇐ x:A.Q [E′]

∆ ` dia E ⇐ {P}x:A{Q} [dia E′]
{}I

命令の型チェックは、与えられた事前条件 (より正確

には前の命令の事後条件) の下でその命令を実行した

ときに、与えられた型の結果が得られかつ与えられた

事後条件が満たされていることをチェックすることで

行われる。そのためには、与えられた事前条件と命令

から推論された事後条件から、与えられた事後条件を

導けるかどうかを、以下の型付け規則によりチェック

する。
∆; P ` E ⇒ x:A.R [E′]

∆, x:A; init, mem; R ` Q

∆; P ` E ⇐ x:A.Q [E′]
consequent

個々の命令に対する型チェックは全て ∆; P ` E ⇒
x:A.Q [E′] の形式になっており、各命令のチェック

においてその命令に対する (最強の) 事後条件が

推論される。そしてこの推論された事後条件から

与えられた事後条件を導けることを、シーケント

∆, x:A; init, mem; R ` Q を導出することによって検

証するのである。

命令の型チェックで推論される事後条件は、型付け

規則によって決められている。例えばアドレス M の

内容を項 N の評価結果に変更する命令 [M ]A = N

の事後条件は以下のように定義されている。
seleqA(mem, M, N)∧
∀n:nat.¬ idnat(n, M) ⊃ share(init, mem, n)

これは、命令が実行された後にはアドレス M に項

N の評価結果が入っているとともに、M 以外のアド

レスについてはメモリの内容は変わっていないという

ことを示している。

本論文で再定義された alloc命令の型付け規則は図

3 のように定義されている。Qalloc(x, M) は alloc命

令自身の事後条件を表す。alloc命令に与えられる事

前条件 P と alloc 命令自身の事後条件 Qalloc(x, M)

の合成が、alloc 命令の次に実行される命令 E の事

前条件となる。この合成された事前条件の下で E

が型を持つならば、alloc 命令と E を合わせた命令

(x = alloc M ; E) も型を持つというのがこの規則の

解釈である。また E の事後条件として Q が推論され

た時、(x = alloc M ; E) の事後条件として ∃x:nat.Q

が推論される。

3.2 正規形と相続置換

いくつかの型チェックの判定を行う中で、項や型の

正規形が生成される。項の正規形とは、その項及びそ

れに含まれる全ての部分項について β 簡約と η 展開

が完全に行われた状態の項である。

アサーションが正しいかどうかをチェックする中で、

複数の項が等しい値に評価されるかどうかをチェック

することなどが必要となるが、項の等価性の判定は一

般に容易ではない。そこで項同士を直接比較するので

はなく項の正規形を比較することで、項の等価性を判

定する。

例えば二つの項 succ zero×succ zeroと succ zero+

zero はどちらも succ zero という正規形を持つため、

等しい項と見なされる。

型や論理式についても、それに含まれている項を正



∆ ` M ⇐ nat [M ′] ∆, x:nat; P ◦ Qalloc(x, M) ` E ⇒ y:B.Q [E′]

∆; P ` (x = alloc M ; E) ⇒ y:B.(∃x:nat.Q) [x = alloc M ′; E′]
ただし

Qalloc(x, M) = ∀n:nat.(n < x ∨ x + M ≤ n ⊃ share(init, mem, n)) ∧
(x ≤ n ∧ n < x + M ⊃ n /∈ init ∧ selequnit(mem, n, ()))

図 3 alloc 命令の型付け規則

規化することによって、型や論理式の正規形を考える

ことができる。

項を正規化するためには、簡単に言えば正規形が

得られるまで項を β 簡約・η 展開し続ければよい。β

簡約を繰り返し行うために、ホーア型理論では相続置

換 (hereditary substitution) という特殊な置換方法

を用いる。この置換法が通常の変数の置換と異なる

のは、置換によって新たに β 簡約可能な項ができた

場合、それは自動的に簡約される点である。これによ

り、相続置換の結果得られる項はそれ以上 β 簡約で

きない形になっており、これを η 展開したものは正

規形になっていることが保証される。

しかし β 簡約を繰り返すことは任意の項に対して

終了するとは限らない (無限に β 簡約し続けられる

項も存在する)。よって、型チェックの中で出てくる

すべての項を正規化していたのでは、型チェックが停

止しない可能性があるため、後述の決定可能性を保証

できない。

そこで相続置換は、最終的に正規形が得られること

が保証できる項に対してしか定義されない。相続置換

を行う際に、置換される項の型の大きさに基づいて β

簡約の停止性がチェックされる。停止性を保証できな

い場合は、型エラーと見なされて型チェックは中止さ

れる。

通常の変数の置換は [x 7→ N ]M という式で表わさ

れるのに対し、相続置換は [x 7→ N ]A(M) という式

で表される (項 M に含まれる自由変数 x を項 N に

置換したものを意味する)。ここで A は N の型であ

り、相続置換はこの型に基づいて β 簡約の停止性を

チェックする。相続置換の中で β 簡約可能な項が出

現した際、その新たな項の型が現在置換を行っている

項の型に含まれている場合にのみ簡約が停止すると

判断し、簡約を繰り返すのである。こうすると、簡約

を繰り返す中で項の型の構文的構造が必ず小さくなっ

てゆくので、簡約の停止性を保証できる。

相続置換の具体的な定義は [13] を見られたい。

3.3 モナド置換

項の評価において β 簡約は変数の置換によって行

われるが、命令の実行においても命令に含まれる変数

を別な命令の実行結果で置換する操作が必要となる。

ホーア型理論ではこのような命令に対する置換をモ

ナド置換と呼んでいる。命令 F の中に現れる型 A の

自由変数 x を命令 E の実行結果で置換するモナド置

換は 〈x:A 7→ E〉F で表される。モナド置換は [8] と

同様に図 4 のように定義される。

モナド置換は最終的に通常の変数の置換に帰着す

るが、モナド置換の中で行われる変数の置換を相続置

換で行う形式も考えることができる。このようなモナ

ド相続置換は 〈x 7→ E〉A (F ) で表される。モナド相

続置換の定義は省略する。

3.4 アサーション論理

型システムの中で、アサーションが正しいかどうか

を検証する部分は特にアサーション論理という。ホー

ア型理論のアサーション論理はシーケントの導出可能

性判定によっている。ここで定義されるシーケントの

導出規則は一般的なシーケント計算に倣っているが、

ホーア型理論にはさらに boolや natなどの型の値に

対する規則がある [8]。これらの規則には数学的帰納

法を正当化する規則 (図 5) も含まれており、これに

よって自然数の比較による配列の境界判定などのア

サーションの検証が可能になる。

本論文ではヒープ上の一つのアドレスの状態を表

す述語 seleqを加えたため、それに関する導出規則も

定義し直されている。述語 seleqに関する導出規則は



〈x:A 7→ M〉F := [x 7→ M : A]F

〈x:A 7→ let dia y = K in E〉F := let dia y = K in 〈x:A 7→ E〉F
〈x:A 7→ c; E〉F := c; 〈x:A 7→ E〉F

図 4 モナド置換の定義

∆ ` M ⇐ nat [M ] ∆;Ψ; Γ1, P ` [x 7→ succ x]nat(P ), Γ2

∆;Ψ; Γ1, [x 7→ zero]nat(P ) ` [x 7→ M ]nat(P ), Γ2

図 5 数学的帰納法を正当化する導出規則

∆;Ψ; Γ1, seleqA(h, M, N1), seleqA(h, M, N2) ` idA(N1, N2), Γ2

図 6 述語 seleq に関する導出規則

図 6 のとおりである。この規則は一つのアドレスに

は高々一つの値しか入らないことを保証する。

4 型システムの性質

本論文で拡張したホーア型理論も、元のホーア型理

論 [8] と同様の性質を持つ。ここでは、後述の定理を

証明するための補題をいくつか取り上げる。

まず一つ目はアサーションの取り換えの補題である。

補題 1 (アサーションの取り換え)命令 E の型付け

∆; P ` E ⇐ x:A.Q [E′] が得られている時、

1. ∆, x:A; init, mem; Q ` R ならば

∆; P ` E ⇐ x:A.R [E′]

2. ∆; init, mem; R ` P ならば

∆; R ` E ⇐ x:A.Q [E′]

3. ∆; init, mem ` R ⇐ prop [R] ならば

∆; R ◦ P ` E ⇐ x:A.(R ◦ Q) [E′]

また型システムの健全性を示すために必要となる

代入補題 (substitution lemma; 図 7) も成り立つ。

配列の境界判定に関するアサーションを検証するに

は自然数の大小比較などの基本的な算術に関する公

式がアサーション論理の中で扱えることが必要であ

る。これを保証するのが以下の定理である。(これ以

降、述語 id に付する型などは適宜省略する)

定理 3 (基本的な算術公式)以下の形のシーケントは

アサーション論理で導出可能である。

1. ∆;Ψ; Γ1, id(M1 + N, M2 + N) `
id(M1, M2), Γ2

2. ∆;Ψ; Γ1 ` id(M + N, N + M), Γ2

3. ∆;Ψ; Γ1 ` id((M1 +M2)×N, M1×N +M2×
N), Γ2

4. ∆;Ψ; Γ1, M ≤ N, N ≤ M ` id(M, N), Γ2

5. ∆;Ψ; Γ1 ` M ≤ N, N ≤ M, Γ2

6. ∆;Ψ; Γ1, M ≤ N, N < M ` Γ2

7. ∆;Ψ; Γ1, id(eq(M, N), true) `
id(M, N), Γ2

これらのシーケントの導出には、図 5 の数学的

帰納法に関する導出規則を用いる。例えばシーケ

ント 1 は、導出すべきシーケントをカット則によ

り ∆;Ψ; Γ1, id(M1, M2) ⊃ id(M1, M2) ` id(M1 +

N, M2 + N) ⊃ id(M1, M2), Γ2 に置き換えた後、

P = id(M1 + x, M2 + x) ⊃ id(M1, M2) として図

5 の規則を適用する。すると導出すべきシーケントは

以下の二つになる。

• ∆;Ψ; Γ1 ` id(M1, M2) ⊃ id(M1, M2), Γ2

• ∆;Ψ; Γ1, id(M1 + n, M2 + n) ⊃ id(M1,

M2) ` id(succ(M1 + n), succ(M2 + n)) ⊃
id(M1, M2), Γ2

これらは他の基本的な導出規則より導出可能である。

またシーケント 7 の導出には二重の帰納法が必

要である。論理式 ∀n:nat. idbool(eq(m, n), true) ⊃



補題 2 (一般代入補題)∆ ` A ⇐ type [A′] と ∆ ` M ⇐ A′ [M ′] が満たされているとき、

1. ∆, x:A′, ∆1 ` K ⇒ B [N ′] ならば

∆, [x 7→ M ′]A(∆1) ` [x 7→ M : A]K ⇒ [x 7→ M ′]A(B) [[x 7→ M ′]A(N ′)]

2. ∆, x:A′, ∆1 ` N ⇒ B [N ′] ならば

∆, [x 7→ M ′]A(∆1) ` [x 7→ M : A]N ⇒ [x 7→ M ′]A(B) [[x 7→ M ′]A(N ′)]

3. ∆, x:A′, ∆1; P ` E ⇐ y:B.Q [E′] かつ y が M の自由変数でないならば ∆, [x 7→ M ′]A(∆1); [x 7→
M ′]A(P ) ` [x 7→ M : A]E ⇐ y:[x 7→ M ′]A(B).[x 7→ M ′]A(Q) [[x 7→ M ′]A(E′)]

4. ∆, x:A′, ∆1;` B ⇐ type [B′] ならば ∆, [x 7→ M ′]A(∆1) ` [x 7→ M : A]B ⇐ type [[x 7→ M ′]A(B′)]

5. ∆, x:A′, ∆1; Ψ ` P ⇐ prop [P ′] ならば

∆, [x 7→ M ′]A(∆1);Ψ ` [x 7→ M : A]P ⇐ prop [[x 7→ M ′]A(P ′)]

6. ∆; P ` E ⇐ x:A′.Q [E′] かつ ∆, x:A′; Q ` F ⇐ y:B.R [F ′] (ただし x は B と R の自由変数でない)

ならば ∆; P ` 〈x:A 7→ E〉F ⇐ y:B.R [〈x 7→ E′〉A (F ′)]

図 7 一般代入補題

id(m, n) において、まず m に関する帰納法を適用

し、続いて n に関する帰納法を用いる。

最も導出が複雑なのはシーケント 5である。まず論

理式 ∃p:nat. id(m+p, N)∨∃q:nat. id(N +q, m)にお

いて m に関する帰納法を用いる。m = zero の場合を

示すのは容易である。m = k の場合から m = succ k

の場合を示すには、以下の二つのシーケントを導かな

くてはならない。

• ∃p:nat. id(m + p, N) ` ∃r:nat. id(succ(m +

r), N) ∨ ∃s:nat. id(N + s, succ m)

• ∃q:nat. id(N + q, m) ` ∃r:nat. id(succ(m +

r), N) ∨ ∃s:nat. id(N + s, succ m)

後者は、q をインスタンス化した後 succ q を sの具体

値として与えればよい。前者は p に関する場合分けを

要する。具体値は、p = zero の場合は s = succ zero、

p > zero の場合は succ r = p となる。この場合分け

を実際に行うには p に関する帰納法を用いる。

5 対象言語の意味論と型システムの健全性

ホーア型理論の対象言語の実行時の状態は制御式・

抽象機械を用いて表される。そして対象言語の意味論

(評価規則) は抽象機械の遷移規則として定義される。

ここでは本論文で再定義された alloc命令の遷移規則

を図 8 に示す。他の遷移規則の定義については [13]

を参照されたい。

型システムの健全性を論ずるにはこれらに対する

型付けを考える必要がある。制御式の型付け規則は以

下の形をしている。

∆; P ` κ . E ⇐ x:A.Q

これは環境 ∆ と事前条件 P の下で制御式 κ . E の

実行結果が型 A を持ち、事後条件 Q を満たすこと

を表す。また抽象機械の型付け規則の形は以下のよう

になっている。

` χ, κ . E ⇐ x:A.Q

これら二つの規則を関係付ける唯一の型付け規則は
·; [[χ]] ` κ . E ⇐ x:A.Q

` χ, κ . E ⇐ x:A.Q
である。ただし、[[χ]] はヒープ値 χ を対応する論理

式に変換する記号であり、以下のように定義される。

[[·]] := >
[[χ, l 7→A v]] := [[χ]] ∧ seleqA(mem, l, v)

ホーア型理論の健全性は、抽象機械の遷移に関する

二つの定理 (preservationと progress) によって示さ

れる。

補題 4 (制御式の置き換え)制御式の型付けに関して

以下が成り立つ。

1. ∆; P ` κ . E ⇐ x:A.Q ならば、∆; P `
E ⇐ y:B.R [E′] を満たす y, B, R, E′ が存在

する。さらに ∆1 ⊃ ∆ なる ∆1, P1, κ1, E1 が

∆1; P1 ` κ1 . E1 ⇐ y:B.R を満たすならば



M ↪→m M ′

χ, κ . (x = alloc M ; E) ↪→e χ, κ . (x = alloc M ′; E)

{i | l ≤ i < l + v} ∩ dom(χ) = ∅
χ, κ . (x = alloc v; E) ↪→e (χ, l 7→unit (), . . . , l + v − 1 7→unit ()), κ . [x 7→ l : nat]E

図 8 alloc の遷移規則

∆1; P1 ` (κ1; κ) . E1 ⇐ x:A.Q である。

2. ∆; P ` (y:B.F ; κ).E ⇐ x:A.Qならば ∆; P `
κ . 〈y:B 7→ E〉F ⇐ x:A.Q である。

証明は κ の構造に関する帰納法による。

定理 5 (Preservation)型を持つ項・制御式は遷移後

も同じ型を持つ。すなわち、

1. K0 ↪→k K1 かつ ` K0 ⇒ A [N ′] ならば

` K1 ⇒ A [N ′]

2. M0 ↪→m M1 かつ ` M0 ⇐ A [M ′] ならば

` M1 ⇐ A [M ′]

3. µ0 ↪→e µ1 かつ ` µ0 ⇐ x:A.Q ならば

` µ1 ⇐ x:A.Q

項に関する preservation は遷移規則の導出に関す

る帰納法で示される。制御式に関する preserva-

tion は型付け規則の導出に関する帰納法で示さ

れる。ここでは µ0 = χ0, κ0 . (y = alloc v; E) の

場合のみを示す。この場合は、遷移後の制御式は

µ1 = (χ, l 7→ (), . . . , l + v − 1 7→ ()), κ0 . [x 7→ l :

nat]E と置ける。µ0 の型付けに関する仮定より、

·; [[χ0]] ` κ0 . (y = alloc v; E) ⇐ x:A.Q を得る。補題

4 より、·; [[χ0]] ` (y = alloc v; E) ⇐ z:C.S [E′] なる

z, C, S, E′が存在し、更に allocの型付け規則 (図 3)よ

り y:nat; [[χ0]]◦Qalloc(y, v) ` E ⇐ z:C.S [E′]を得る。

補題 2 より ·; [[χ0]] ◦ Qalloc(l, v) ` [y 7→ l : nat]E ⇐
z:C.S [E′] を得、更にシーケント ·;mem; [[χ0, l 7→
(), . . . , l + v − 1 7→ ()]] ` [[χ0]] ◦ Qalloc(l, v) が導出可

能である (導出の仕方は省略) ことから、補題 1 より

·; [[χ0, l 7→ (), . . . , l+v−1 7→ ()]] ` [y 7→ l : nat]E ⇐
z:C.S [E′]を得る。制御式の型付け規則より ·; [[χ0, l 7→
(), . . . , l + v − 1 7→ ()]] ` · . [y 7→ l : nat]E ⇐ z:C.S

となり、補題 4 より ·; [[χ0, l 7→ (), . . . , l + v − 1 7→
()]] ` κ0 . [y 7→ l : nat]E ⇐ x:A.Q となるので、抽

象機械の型付け規則より ` µ1 ⇐ x:A.Q が導かれる。

(証明終)

続いて progress定理を示すために重要な命題がヒー

プ健全性である。この命題はアサーション論理を構成

しているシーケント計算の健全性を示す。

予想 6 (ヒープ健全性)任意のヒープ χ と自然数 l に

ついて

1. ·;mem; [[χ]] ` seleqA(mem, l,−) ならば l 7→A

v ∈ χ なる値 v が存在する。

2. ·;mem; [[χ]] ` l ∈ mem ならば l 7→A v ∈ χ な

る型 A と値 v が存在する。

ヒープ健全性は本論文の依拠する [8] では証明されて

いないため、本論文でも未証明の予想とする。シーケ

ント計算の健全性は一般にはカット除去定理から導か

れるが、ホーア型理論のシーケント計算はヒープの状

態を表す述語や自然数の数学的帰納法を正当化する

規則などを含んでいるため、通常の方法でカット除去

定理を示すのは難しいと考えられる。

なお、ヒープ健全性はホーア型理論の他の拡張では

領域理論を用いて証明されている [7] [6]。これらの拡

張におけるヒープ健全性の証明を本論文の拡張に直

接適用することは、アサーション論理におけるヒープ

の扱いの違い故に難しい。しかしこれらの拡張を基に

して本論文での拡張を組み合わせることでヒープ健

全性が証明されたホーア型理論において配列を扱う

ことも可能になると考えられる。

最後に progress定理を示す。

定理 7 (Progress)(ヒープ健全性が成り立つという

仮定の下で) 型を持つ項・抽象機械は “stuck” してい

ない。すなわち、

1. ` K0 ⇒ A [N ′] ならば、K0 = v : A なる v, A

が存在するか、K0 ↪→k K1 なる K1 が存在する。

2. ` M0 ⇒ A [M ′] ならば、M0 = v なる v が存

在するか、M0 ↪→m M1 なる M1 が存在する。



3. ` χ0, κ0 . E0 ⇐ x:A.Q ならば、κ0 . E0 = · . v

なる v が存在するか、χ0, κ0 .E0 ↪→e χ1, κ1 .E1

なる χ1, κ1, E1 が存在する。

証明は K0, M0, E0 の構造に関する場合分けによる。

ここではE0 = (x = alloc M ; E) の場合のみ示す。こ

の場合、M に progressを適用すると、M は値 v で

あるか、または M ↪→m M ′ となる M ′ が存在する。

後者の場合は、E1 = (x = alloc M ′; E) とすると遷移

規則 (図 3) より明らかに χ0, κ0 . E0 ↪→e χ0, κ0 . E1

となる。前者の場合は χ に含まれる全てのアド

レスの最大値より 1 大きい自然数を l とすると、

{i | l ≤ i < l + v} ∩ dom(χ0) = ∅ であるから、
χ1 = χ0, l 7→ (), . . . , l + v − 1 7→ () および κ0 = κ1

および E1 = [x 7→ l : nat]E とすると遷移規則より

χ0, κ0 . E0 ↪→e χ1, κ1, .E1 となる。(証明終)

6 型チェックの決定可能性

型システムのもう一つの重要な定理は、型チェック

の決定可能性である。

定理 8 (部分的決定可能性)シーケントの導出可能性

判定が決定可能であるという仮定の下で、ホーア型理

論の型チェックは決定可能である。

アサーション論理で用いられているシーケント計算は

一階述語論理に基づいているため、シーケントの導

出可能性判定は一般には決定不能である。そのため、

型チェックの決定可能性はアサーション論理を除いた

部分に関してのみ示される。実際の型チェッカーの実

装においては、シーケントの導出判定の部分に関して

はある程度人手を用いる定理証明支援系の利用など

が想定される。

7 プログラムの例

本論文で拡張したホーア型理論で扱えるプログラ

ムの例として、自然数の配列の全ての要素をインクリ

メントするプログラムを図 9 に挙げる。この例で定

義される incarray関数は、配列の先頭アドレスへの

ポインタと配列の要素数 (どちらも nat型) を引数と

して受け取り、命令のモナドを返す。このモナドの命

令が実際に実行されると、関数の引数で指定された配

列の要素がインクリメントされる。

このモナドの型の事前条件は、この命令が実行され

る前に指定された配列がヒープに既に確保されてい

ることを要求している。すなわち、事前条件の論理式

はアドレス p から始まる n 個のヒープ領域に自然数

の値が入っていることを全称量化子や不等号を用い

て表している。ここで、p と n は関数の引数として

受け取った自然数を表す変数であり、関数を表す依存

型 (Πp:nat.Πn:nat.) によって導入される。また事後

条件は、命令の実行後にこの配列の各要素がインクリ

メントされていることと、配列以外のヒープ領域の内

容は変化しないことを表している。これも、全称量化

子や存在量化子を組合せることで表すことができる。

拡張前のホーア型理論では、第 1 節で触れたよう

に、複数のアドレスの書き換えには upd という記号

を書き換えるアドレスの数だけ入れ子にしたものを

事後条件の中で用いていたが、その書き方では書き換

えるアドレスの数 (の最大値) が予め分かっている場

合しか表わせなかった。本論文による拡張では、図 9

にあるように、述語 seleqと全称量化子等の組み合わ

せによって入れ子を用いずに複数のアドレスの書き

換えを表すことができる。書き換えられるアドレス

の範囲は不等号を用いて指定することができるので、

型チェック時に書き換えるアドレスの個数が具体的に

分からなくとも、アドレスの個数を項として表すこと

さえできればよい。

実際に配列をインクリメントする命令は、一つの

ループによって構成されている。ループカウンタ m

は 0から始まり、ループが一周するごとに 1ずつ増え

る。m が n より小さい間ループは実行され、ループ

本体の中で m 個目の要素がインクリメントされる。

ループが終わるとダミーの結果としてユニット値を返

してこの命令は終了する。

ループの中に現れる I はループ不変式である。こ

れはループカウンタの値が m から m′ に変化した際

に成り立つ事後条件を表している。この例では、m′

が常に n 以下であること、配列はずっとヒープ上に

確保されていること、m 個目から m′ 個目までの要

素がインクリメントされること、そしてそれ以外の

ヒープ領域は変化しないことを表している。



incarray : Πp:nat.Πn:nat.

{∀k:nat.k < n ⊃ seleqnat(mem, p + k,−)}
dummy:unit

{∀k:nat. (k < n ⊃ ∃v:nat. seleqnat(init, p + k, v) ∧ seleqnat(mem, p + k, succ v))∧
(k < p ∨ p + n ≤ k ⊃ share(init, mem, k))}

= λp.λn. dia(

m′ = loopI
nat(zero,

m. lt(m, n),

m. v = [p + m]nat; [p + m]nat = succ v; succ m);

()

)

ただし

I = m′ ≤ n ∧ ∀k:nat.

(k < n ⊃ seleqnat(mem, p + k,−))∧
(m ≤ k ∧ k < m′ ⊃ ∃v:nat. seleqnat(init, p + k, v) ∧ seleqnat(mem, p + k, succ v))∧
(k < p + m ∨ p + m′ ≤ k ⊃ share(init, mem, k))

図 9 配列の要素をインクリメントする例

このプログラムに対する型チェックでは、モナドに

含まれる命令の動作が与えられた事前・事後条件を満

たしているかどうかが検証される。そのためには、型

システムの導出規則の定義に従っていくつかのシーケ

ントを導出する必要がある。この例では、以下の事実

を表すシーケントの導出が必要となる。

• モナドの型で与えられた命令全体の事前条件
が、ループの事前条件 (ループ不変式 I におい

て m = m′ = zero, init = mem としたもの) を

満たしていること

• [m 7→ m0, m
′ 7→ m1]I と [m 7→ m1, m

′ 7→
m2]I を合成すると [m 7→ m0, m

′ 7→ m2]I が得

られること

• I から [m 7→ m′, init 7→ mem]I が導けること

• I が成り立っている元でループの内容を実行し

た後もやはり I が成り立っていること

• ループの事後条件 (I にループ終了時のループカ

ウンタを代入したもの) が命令全体の事後条件を

満たしていること

これらのシーケントの具体的な式及び導出は紙面の

都合上省略する。

8 関連研究とまとめ

本論文では、ホーア型理論のアサーション論理にお

けるヒープの状態の表し方を変更することで、連続す

るヒープ領域を配列として扱うプログラムの型チェッ

クを可能にした。連続するヒープ領域に関するアサー

ションは、プログラム実行時のある時点における一つ

のアドレスの状態を表す述語 seleqに全称量化子や不

等号を組み合わせて配列のアドレス範囲を指定する

ことで行われる。拡張されたホーア型理論は従来と同

様に部分的決定可能性と健全性を持つ。ただしメモリ

に関するアサーションを正当化するヒープ健全性は未

証明のままである。

ホーア型理論に関する他の拡張には、[7]や [6]があ

る。前者は Separation Logic [10] [9] に基づいてホー

ア型理論を再定式化するとともに、多相型を導入し

た。後者は Extended Calculus of Constructions [4]

をホーア型理論の型システムに取り入れ、より抽象

化された形で論理式を扱えるようにした。これらの

研究は主に項の型の柔軟性の拡張を目的としており、

ヒープ上のデータ構造の拡張を目的とする本論文と

は方向性が異なっている。しかしこれらの研究を本論



文の内容と組み合わせることで、配列を扱うアサー

ションの論理式をより簡潔に表すことができるととも

にリンクリストなどの配列以外のヒープ上のデータ

構造も扱えるようになると考えられる。またこれら

の拡張ではヒープ健全性の証明がなされているので、

これらとの組み合わせにより健全性が完全に証明さ

れたホーア型理論で配列を扱うこともできるように

なると考えられる。
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